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Ueber die quatern i re ,  endliche, l ineare SubstitutionsgTuppe 
der Borchardffschen Moduln. 
Von 
]~'aZCH ~SCm~E in Berlin.*) 
Die in der Ueberschrift bezeichnete Gruppe ist zun'~chst g~zlich 
ausser Zusammenhang mit der Theorie der hyperelliptischen Functionen 
yon Herrn Klein**) aus der Liniengeometrie abgeleitet worden. SpEter ***) 
hat Herr Klein gezeigt, dass die sogenannten Borchardt'schen Moduln 
der hyperelliptisehen Functionen vom Geschlechte ~o ~ 2 sich nach 
derselben Gruppe linear substituiren~ wodurch dann die Gruppe, welehe 
bisher nut den Vorzug hatte, eine der wenigen Gruppen linearer Sub- 
stitutionen yon endlic]~er Ordnungszahl zu sein - -  und zwar, yon ein- 
fachsten Fillen abgesehen~ die erste~ welche man im quaternKren Gebiet 
kennen le rnte -  wesentlieh an "Interesse gewann. Dieses Interesse 
wird ffir viele Mathematiker im Vordergrund stehen~ wenn es sich, wie 
es auf Anregung yon Herrn Professor K le in  im folgenden geschehen 
soll, datum handelt~ das volle System invarianter .Formen fiir diese 
Gruppe aufzustellen. 
w  
Definition der gruppo. 
Die Ausdrficke: 
1 
x.: ~ T ( l~l : - -P~4),  xl  -~--PJ~ -[- P34, 1 
(1) x3 ---- Pl3 + P,~., x t ~ T (P13--~,2), 
1 
x~ ---- P14 -{- P.~3, x6 ~ T (P14--io.~), 
wo die sechs GrSssen ,v~ in iiblicher Bezeichnung die Coordinaten der 
*) Vergl. elne vorl'2ufige Mittheilung in den Iqachrichtea d. K. GeseUschaft 
d. Wisaenachaften zu GSttingea 1887, Nr. 14. 
**) Math. Ann. Bd. II, pag. 198 u. 366; Bd. IV, pag. 356 ft. 
***) Vorle~ung fiber hypercll. Fanctionen; gehalten in Leipzig Sommer 1885. 
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geraden Linie im Raume bedeuten, stellen, gleieh Null gesetzt, seehs 
lineare Complexe, die ]Fundame~ztalc~plexe, dar. In Folge der, 
zwischen den p~ beste]aenden ldentit~t sind dabei die x: an die Glei- 
chung gebunden : 
6 
.~Xi" ~- O. 
Der Inbe~f f  dieser sechs Complexe wird dutch beliebige Ver- 
tauschung und beliebigea Vorzeichenwechsel der GrS~sen x~ nicht 
ge-~adert.*) Dutch eine jede dieser beiden ,,Elementaroperationea" 
wird aber der Raum in bestimmter Weise einer linearea Trzasforma- 
tion unterwoffen, welche folgendermassen nSher pr~eisirt wird: 
Jede aus einer geraden Anzas jener :Eler~wntaroperatimmn eusam- 
mengesetzte Umii~uleruny der x~ bewirkt eine Collineation, jede aus eMer 
ungeraden Anzahl zusammengesetzte dne dualistisd~e Umformu,u d des 
_~aumes. 
Leiden wit so aus den 720 Permutationen und den 64 Zeichea- 
wechseln der xi alle mSglichel~ Collineatlonen ab, so eutstcht eiae 
wohldefinirte ndliche Coltineatioasgruppe. Indem wir diese Collinea- 
tionen homogen in den Punktcoordinaten zl, z.., z.~, z 4 mit der Sab- 
stitutionsdeterminante + 1 schreiben, bekommen wit eine endliche quater- 
ngre Grup~e lb~earer Substitut,kmen, die wlr mit G bezeiehnen wollea, 
und diese ist es, welche der folgend~ Uatcrsuchung zu Grtmde gelegt 
werden solL 
Wir stellen zuu~chst die Ordnung dieser Gruppe fest. u den 
64. 720 Um'~nderungen der x~ liefert dem oben ausgcsprocheaen Satze 
zu Fo]ge nur die H-iilf~e Collineationen des Raumes. Da die Liniem 
coordinaten : 
aber quadratisch aas den Punktcoordiaatea zusammengesetzt sind~ so 
entspreehen drier Um'~mderung der x~ immer ~wei Substitutionen der 
z~, die sich yon einander ~ur durch simultanen Vorzeichenwechsel 
uaterscheiden, und auch nicht me~r Ms zwei mithin ist die A~zald 
der Substilutionen unserer Grupl~e, also die Ordnung yon G: 
N ~ 64. 720. 
In der mit G demaaeh emi~drisch isomorphen Gruppe der x~ 
bilden die aus einer geraden Anzahl yon Vertauschangen, verbunden 
mit einer geraden AnzahI yon Vomeiehenweehseln zusammeagesetztea 
Operationea eine ausgezeichnete Untergrappe, und in dieser i~t wieder 
die aus den Operationen, welche eiae gerade Aazah| yon Vor~eichen- 
*) Vergl. betreffa dieser Gruppe Reiehhardt, Math. Ann. Bd. 28 Ueber die 
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wechseln allein enthalten, bestehende Untergruppe yon der Ordnung 32 
ausgezeichnet. In JFolge des Isomorphismus sc]diessen wit daher fib" G 
auf ~lie.Existenz einer ausgezeichneten U~tergr~vl)pe HI van de-; Ordnung ~ 2r 
und eine in dieser ausgezeichneten U tergru~e H2 van der Ordnung 64. 
Um zu bestimmten Formeln iiberzugehen, legen wit das Funda- 
mentaltetraeder (12), (34), (56) als Coordinatentetraeder zu Grunde*), 
und schreiben nun zuni~chst die 64 Substitutionen yon He auf. Voa 
diesen lauten acht folgendermassen: 
t t i z,'=+__z, z,'--+__~ z,=__+~, g=-4-~i 
Zu diesen acht Formeln - -  es sind immer gleichzeitig entweder die 
oberen oder die unteren Vorzeichen zu nehmen-  treten acht andere, 
in denen auf der rechten Seite zu jedem z der Factor i~  ~/------I 
hinzakommt. Die noch fehlenden 48 erh~lt man, wenn man immer 
je 16 ebenso aus den drei Formeln: 
f 
Zl  ~ Z2  Z l  ~ ~'3 
(9 b) z2 '  ~ ~' z._," = z 4 
e 
Z,2 t ~ Z 3 
%'=z., 
g4' ~ Z1 
bildet, wie die Formeln (2a) aus der Identlti~t. 
Was weiter die ausgezeichnete Untergruppe ~r 1 anbetrifft, so erhalten 
wit deren Substitutionen, indem wir mit der eben hingeschriebenen H 2
noch combiniren die Untergruppe Gl yon der Ordnung 720, welche einer 
gerazten Anzahl yon Vertauschungen der xi entspricht. Die aus den 
2ermutatianen, welche i~e gerade Anzahl van Vertauschungen van 
6 .Elementen enthalten, bestehende Grup~e liisst sich volls~ndig dutch 
folgende beiden cyklischen Permutatianen van der :Periode 3 und 5 erzeugen : 
S' = (xlx2x3), T '= (x2x3x~x~x6). 
Transformiren wir n~mlich S' der Reihe nach mit T',  T "~-, T 'a, T "4, 
so erhalten wit: (x, x3x4) , (xlx4xs) , (x~x~x6) , (xlx6x2) , woraus sich in 
Verbindung mit S" durch einfache Transformirungen fol~eade cyklischen 
Permutationen ergcben : 
(x~x2x3), (x~x.~xD, (x~x~.xs), (x~x~z6). 
Hieraus aber l~sst sich, wie bekannt, die Gruppe dcr Permutationen 
*) Siehe hierfiber auch Rohn: Ueber die verschiedenen Ges~alten der Kum- 
mex'~chen Fl~2ae. Math. Ann. Bd. XVIII, pag. 143, 144ff. 
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der xi, welehe aus einer geraden Anzahl voa Vertauschungen ~stehen, 
zusammensetzen.*) 
Die beiden Permutationen S' und T'  liefem fur die Punkteoordi- 
naten z folgende beiden Formeln: 
f+  2zt" --- (1 - i )  Cz,-~,), 
S [+  2~3' ~- ( I+0  (~+~3), 
(+ 2z~" = (1-I-i) (z,q-~), 
(3) 
i 2z," = - z, + ~.: + iz~ - iz,, 
9 ' . z~ = + ~, + z: + i~3 + iz,,  
T : 2z3' -~ --  zl "q- z,, - -  iz~ .q- iz, ,  
9 " 
S und T sind demnach ftir die Gruppe G, erzeugende Substitutionen. 
Aus ihnen und den 64 Subsfitutionen yon )Y.~ setzt sieh mithin dureh 
alle Combinationen und Wiederholungen die Gruppe ~r 1 zusammen. 
Zur vollen Gruppe (7 fehlen jetzt nur noch die Substitutionenp 
welche einer ungeraden Jnzahl yon Zeichenwechseln verbunden mit 
einer ungeraden Anzahl yon Vertauschangen der x~ entspreehen. Ftir 
die Gruppe der x~ bekommen wit diese, wie sich ohne Weiteres be- 
weisen lasst~ sammtlich, wenn wir zu den bereits vorhandenen Ver- 
tauschungen und Zeichenwechseln nut noch die eine Substitution in 
allen Combinationen hinzunehmen: 
'~1 '  ~ ~ X2~ 
a7 2" ~ X 1 9 
Die entsprechende Substitution der z abet lautet folgendermassen : 
[ -~- ~/:~ Zl' ~---- (1.q-i)zl , 
(4) v :  = +,),,,, 17 ( , - , ) . , ,  
(~_. 1/=2 z," = (1 -- i) z,. 
Wit  hubert jetzt in den 6~ Sub~itutionen yon H~ verbun&'n mit S, T, U 
in allen Combinalionen and W, iederholu~gen die ganze Gruppe G yon 
64 .  720 Substitutionen vor uns. 
Fflr die Folge erweist es sich al~ vielfaeh bequemer, neben diesen 
Formeln die folgenden vier Substitationen yon der Determlnante -~-1 
zu benutzen~ welche ebenfalls die ganze G-r~ppe G erzeu~gen, ~rie im 
letzten Paxagraphen a~her auseinandergesetzt werdea soil: 
9 ) Netto. Sabatitution~theorie, Leipzig 1882, pag. aS, Lehr~tz 1X. 
A:  
(5) 
Z i" .~  
Z ' 
Z 2" ~ 
C : '~'3' 
Hierin bedeu~t 9 eine 
IT. Mascm~.  
1 (gl  2f_ Z4)~ -W 
+ 
( z ,  - 
~Z2~ 
B:  
2f 4" ~ ~ SEZ4~ 
Z 2" $ Z 2 , 
1) : Z~' - -  ~Z3, 
achte Einheitswurzel, und zwar: 
1- - i  
Das Vorzeichen der//'2 in A kann dabei nach Belieben pos[tiv oder 
negativ genommen werden, da man vermittelst der Substitution D*, 
welche wegen ~* ~-- - -  1 einen simu]tanen Zeichenwechsel a /er z be- 
wirkt, den einen Fall auf den anderen reduciren kann. 
Wie man ferner soibrt sieht, hat A die Per[ode 9, w~hrend B, 
C, D die Periode 8 besitzen. 
Selbstverst':tndlich kann jede der Substitutionen S, T~ U sowie die 
zur Gruppe H~ geh5rigen angegebenen 64 durch A, ]3, C, .D aus- 
gedriickt werden und umgekehrt. So ist z. B.: 
U~- ]~. / )6 ,  S~-~7.A .~6 etc. 
Die ausgezeichnete Untergruppe //1 wird gebildet yon all den- 
jenigen Substitutionen, an denen eine gerade Anzahl der 4 Erzeugen- 
den A~ 1)', C, I) bethei]igt ist, wie man aus den folgenden Formeln 
entnimmt~ welche die den genannten 4 Erzeugenden entspreehenden 
Operationen der Gruppe der x; geben: 
t 
Ix_:= 
xa ~ xx' B" J xa'-~- -x3~ 
(6) A: x'~------xj, " |x4 '=- -x~,  
X5' ~ - -  X5 ~ /X5  *~ - -~5 
C: I 
Z[ t.~- X6:, IX I~ X2~ 
. ] X, 2" ~ - -  X! 
x3' = x4' D )x3"=-- x~, 
X 5' ~ X2 ~ IX5  ~ Xfi 
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w 
Eigenschaft~n tier bei G invariant bleibenden Formen.*) 
Ueber die Beschaffenheit derjenigen ganzen homogeaen Functionea 
der vier Ver~nderlichen ~i, s~, ~3, z4~ welche durch die _~ linearen Sub- 
stitutionen der Gruppe G in sich seibst fibergehen, kann man yon 
vornherein eine Reihe yon S~tzen aufstellea, welche uns sp~t~rhia voa 
Nutzen sein werden. 
Sei f eine solche Form yore n t~ Grade, so wird wegen der 
Homogeneit'~t bei der Anwendung der Substitution D sich der Factor 
~ absondern, und wenn wir nach geraden und ungeraden Potenzen 
der Variabelen z~ ordnen, so kommt: 
f ~- f, (z,, z:, z~'~, ~,) + z3f~(z,, ~2, ~f', ~,), 
f = e [ f l  (z~, z:, z / ,  z+) - ~f~(z,,  z:, z~ ~, ~)] ,  
wo f" den dureh 1) aus f hervorgehenden Ausdruck bedeutet. Indem 
wit vori'~us auch solche Formen in Betracht ziehen, welche sich bei 
den Substitutionen der Gruppe bis auf einen Factor reproduciren~ zieht 
die Bedingang: f '  ~ 0 9 f nach sich entweder: 
oder : 
Nan sind abet in G $ubstitutionen vorhanden~ welche jede beliebige 
Vertauschung der z bewirken. So vertauscht C, indem wir den Factor 
ausser Betraeht lassen, z 2 mit z+, ADA z: mit z a, A.DB2A endlieh 
z I mit z 4 . Aus den genannten drei Vertauschangen abet l'~st sich die 
ganze Vertauschungsgrappe yon z 1, z 2, #~, z 4 zusammeasetzen. Mithin 
hat jede bis auf einen Factor invariante Form entwcder die Gestalt 
f(zl ~-, z.~ , za ~, z+ ~) oder z~ z~zaz+ . f(z~ ~, z~ ~, za~ ~+~). Das Vortreten des 
Factors z~ z.z z s z+ der zweiten Form zieht nan aber sofort nach sich, 
dass auch alle die Ausdraeke als Factoren vorantreten m~sen, welche 
aus z~ z..zaz~ durch die Sabstitutiouen der Gruppe hervorgchen. E~ 
sind dies im Ganzen 15, ~#elvhe, einzeln gleich ~Tull gesetzt, die 15 
_Wundamentaltetraeder sechs Com2lexe x~ ~ 0 darsteUen. Filhren wir 
die Abkfirzungen ein: 
(7) z~:z.f" ~ z~z+ "~ ~ %,  
9 ) Betreffs der Terminologie vergl. Kteia. Vorlesangen fiber d~ Iko~aeder 
Leipzig ~SSt, pag. 4Z u. f. 
~the~at ise.~r  Annalen. XXX. 
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so haben wir fotgende Gleichungen filr die 15 Fundamentaltetraeder: 
I i  yon der Fore: l ~ 0, 
(6) ,, ,, ,, : r ! Ck = 0, 
,, ,, ,, : ~- -  2 (~+~3+r  ~ 8Z = 0, 
,, ,, ,, : ~- -2 (v i+vk-v , )•  
wenn wit fill" i, k, 1 alle von einander verschiedenen Werthe 2, 3, 4 
nehmen. Das Product der ]inken Seiten dieser 15 Gleichungen liefert 
uns demnach eine Form 60 re~ Grades: /~60, welche bei den N Sub- 
stitutionen yon G zun~chst his auf einen Factor nnge~ndert bleibt. 
Aber dieser Factor ist -{- 1, wie man sich leicht fiberzeu~, wean man 
die Substitutionen A, JB, C , / )  der Reihe nach anwendet, mithin haben 
wit in Rso bereits eine invariante Form unserer Gruppe vor uns. 
Wir kSnnen jetzt auf Grund der vorhergehenden ErSrtertmgen 
den Satz aussprechen: 
1) Jede invariante Form unserer Gruppe enth~lt entweder nut 
gerade _Potenzen d~r Variabelen (_Wormen erster Art), od2r ist das 
]Product der invarianten t'orm I~6o und einer ~'orm erster Art (Formen 
~weiter Art). 
Sol[ aber eine Form erster Art yore n ten Grade absolut invafiant 
sein, so muss der nach Anwendung der Substitution D vortretende 
Factor ~ '~-~-1  sein, also folg~: 
2) Der Grad jeder invarianten Form erster Art ist dutch 8 
theilbar. 
Wit erkeanen weiter~ dass ftir invaxiante Formen erster Art nach 
dem soeben Gesagten bei Anwendung der Substitutionen B, C, JO der 
Factor e in diesen Substitutionsformeln einfach weggelassen werdea 
kann, dass also in Folge der friiher auseinandergesetzten Eigeuscb~ften 
der Substitutionen C, ADA,  ADB2A jede invaxiante Form erster 
Art in den vier Variabelen ~ symmetrisch seia muss. Da dasselbe 
yon ~ ~l t ,  wie der Anblick der Formela (8) zeigt, so folg~: 
3) Jede invariante Eorm ist eine symmetrische 2"unction der vier 
Variabden ~. 
Endlich wollen wir eine Form erster Art nach geraden and ua- 
geraden Potenzen yon $a ~ und za ~ in foIgender Weise ordnen: 
Weaden wir hierauf ~ an, so bleibt der erste trod letzte Term um 
ge~mdert, die beiden mittelsten ~dexn ~ Vorzeichen, dfirfen daher, 
da f invariaat bleibea soll, in f nicht vorkommen. Also muss seia: 
f=  5 @,5 ~,  ~J  ~,') + ~"~,~f(~,  ~5 ~' ,  ~,')- 
Ueber die lineare Gmppe tier Borehardt'~hen Modula. 503 
Wegen der Symmetrie in den ~ folgt aber: 
f ~. f~ (~4, ~,, ~s*, ~**) + ~t~'~2~'~s2~'~/d~ 4, ~,*, ~,~, ~,9, 
wir haben also den Sa~: 
4) dede invariante Form erster Art ist eine gam~ .Function vo~ 
den vierten .Potvnzen der Variabelea u nd dem Produa zt~z~ zs~- ~ ~. 
w 
Aufstellung des vollen Fomensystems. 
Wit werden uns nun invariante Formen unserer Gruppe in tier 
Weise zu verschaffen suchen, dass wir uns zun~chst eine Form bilden~ 
welche bei einer m5glichst ausgedehnten U tergruppe yon G invariant 
bleibt, bei Anwendung yon G also mSglichst wenige verschiedene 
Werthe annimmt, indem wir gleiehzeitig die Forderung zu efffillen 
bestrebt sein. werden~ dass diese Form auch yon mSg|ichst niedrigem 
Grade ist. Indem wit alsdann solehe symmetrischen Verbindungen der 
s'~mmtlichen versehiedenen Werthe dieser Function zusammensetzen, 
welche nicht identisch verschwinden~ werden wit zu Formen gelangen, 
welche bei der Gesammtgruppe invariant bleiben. 
Es ist zun'~chst leieht, Formen anzugeben~ welche der ausgezeieh. 
neten Untergruppe ~r  gegenfiber sich invariant verhalten. Es sind 
dies die in den Formeln(7) mit 9, ~2, ~~ ~b4, Z bezeiehnetea Ausdrticke. 
Sie bilden sogar das voile Formensystem der Gruppe H2, indem w/r 
unter einem zu einer G-rutrpe linearer Substitutionen geh6rigen vollen 
.Formensysteme d n Inbegriff aller derjenigen invariarden For.~m vet. 
stehen, welche nothwendig und hinreichend sind, damit dutch sic eine 
jede bei den Substitutionen der G'rut)pe invariant bleibende .Form rationed 
und ganz ausgedriickt werd2n kann. 
Der etwas umst~axdliche B weis daftir, dass die genaanten Ftmc- 
tionen das voile l.%rmeasystem der Gruppe/it 2 bilden, kann bier fiber- 
gangen werden, da er ffir die weiteren Entwiekelungen nicht erforderlich 
ist. Eine Folge dieser Thatsache ist es aber, dass, wie die wirkliehe 
Anwendung der vier erzeugenden Substitutionen zeigt, die ffinf GrSssen 
9 , ~Po Z bei Anwendung der ganzen Gruppe G sieh linear unter sich 
substituiren, also eine mit G isomorphe quin~re ndliche Substitutions- 
gruppe bflden. 
Aus den Gr5ssen r $i, Z setzen wir nun eiae neue Form 
zusammen~ welche noch bei einer anderen in H t enthaltenen Unter- 
gruppe unge~axdert bleibk Ausser //2 ist in JYa na~h w I noch die 
aus S und T erzeugte Gruppe als Untergruppe nthalter,. Verlangen 
wit zun~chst, dass ~ bei der Substitution T yon der Periode filnf 
unge~,ndert bleibt -- indem wir T der grSsseren Periode wegen vor S 
bevorzugen. 
1-1. ~{ASr 
Die Substitution 2" wirkt auf die Funetionen ~, ~b~, Z folgender- 
m~ssen : 
(169~" ~- 4~ + 24r -- 24% --  24~p 4 - -  96Z, 
]16~p 2 '~2~-  40~+ 4~ps--12~p427 16X, 
(9) T:~16~p 3 '~2~2712~p 227 4~P a27 4V42716Z, 
|16~ 4 '~- -2~p-  4%- -12r  a27 4r 2716%, 
(16 z' ~--- ~0-- 2 f~-b  2~27 25 , - -  8 z. 
Um an der Forderung lest zu halten, class ~ you m5glichst niedrigem 
Grade sein soil, setzen wir g) als lineare Function yon cp~ ~Pi, Z an, 
also: 
r = a~ + b% + c~l,.~ + d~p 4+ ex. 
Verlangen wir vorI~ufig nut, dass (l)' bei T bis auf einen Factor (~ 
invaxia~at bleibea soll, dass also ~' ~--~g) sei, so liefert uns die Glei- 
chuag: 
aep" -.~ box' -{- con" 27 d~04' ~- ez" ~ Q(acp27b~'2-~-c11'3-~-d~P4-~ez), 
indem wir ffir r ~[, Z' ihre Werthe aus (9) eintragen, und nun die 
Coefficienten yon % ~P~, Z beiderseits gleichsetzen, fiinf lineare homogene 
Gleichungen flit die ffinf GrSssen a, b, c, d, e. Sollen diese nicht 
s~immtlieh verschwinden, so muss die Eliminationsdeterminante gleich 
Null sein, und dies Iiefert uns eine Gleichung ftinften Grades ffir O. 
Diese Gleichung reducirt sich auf die einfache-~orm: 0~--  l. Wit 
w~ihlen als Wurzel nattirlich 0 ~-1 ,  well bei dieser Wahl ~ absolul 
inwr/ant bleibt, und erhalten jetzt als zugehSrige Werthe der Coef- 
fieienten: 
a~--1,  b=6,  c~6,  d~- -6 ,  e~0.  
Mithin haben wir: 
Bei Anwendung der ganzen aus S und T zusammenzusetzenden Unter- 
gruppe nimmt, wie sieh leieht zeigen l~st, $ nur 6 verschiedene 
Werthe an, und zwar die folgenden: 
(I) a = r -Jr- 6(-}-0~--~270~), 
(11) q)~ = ~P 27 6("}-V:27V3--V4) ,  
(I)~ ~ - -  2qo - -  24Z, 
Da jedes einzelae der (I)~ bei der iq..) unge'~adert bleibt, so haben wit 
das Resultat: .Die sechs ~'unctionen r vertauschen sich bei Anwendung 
tier Substilulionen der ausgezeichnelen Untergruppe I-I t nut unler einan- 
der (ohne ~t r~ ~'actor). 
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Um endHch die Wirkung der vollen Gruppe auf diese Func~onen 
zu erkennen, brauchen wir nur das Verhalten der Substitution U 
(Formel (4)) za untersuchen. Diese bewirkt ebenfalls uur eine Ver- 
tauschung der ~ unter sich, aber verbunden mit einem simultanen 
Zeichenwechsel al er ~ .  Da~selbe zeigt sich auch, wenn wir die Sub. 
stitutionen A, ~B~ C, 2) einzein auf die r wirken lassen. D/e Fund/on 
q) izt demnach bei der Gesammtgrul~e G zw~lfwerthig, abet dergestalt, 
dass sich je zwei Werthe nut dutch das Vor~ichen unterscheiden. 
Bilden wir jetzt die elementaren symmetrischen Functionen aas 
den sechs GrSssen (P~, so werden ans dieselben, so welt sie nicht 
identisch verschwinden7 entweder absolut invariante Formen ffir unsere 
Gruppe darstellen, oder solche, welche nur ihr Vorzeichen wechseln, 
je nachdem ihre Dimension in den r gerade oder ungerade ist. 
Wir erhalten so folgendes Formelsystem, wobei bemerkt sein mag, 
dass die symmetrischen Functionen fiinfter und sechster Dimension- 
welche iibrigens nicht identisch versehwinden- der Complicirtheit der 
Ausdriicke wegen nicht explicite in den z hingeschrieben sind, dass 
dagegen die symmetrische Function vierter Dimension sich bis auf 
einen Zahlenfactor als das Quadrat der zweiter Dimension erweist. Die 
Zahlenfactoren auf den linken Seiten sind beigeftigt, damit die Coef- 
ficienten der Glieder, welche die hSchsten Potenzen der einzelnen 
Variabela enthalten, ~ 1 werden. 
0 
(12) ~ 792 z12z::z.~2z~ ~" ~z~ 4 = .~,  
1~ ~r  r r r r  ~ F,o, 
1 
Links gehen die Indices yon 1--6, rechts yon 1--4. 
ttiernach sind ~s und ~:~ absolu2 invariant.. .F~: and F~o sind 
absolu~ invariant bei der Ht,  and crhalten bei den iibrigen Sabstitu- 
tionen yon G den Factor -  1, folglich shad '~ s 
ebenfalls absolut invariant. 
Ich behaupte nun: 
I~ Fs, F,~, F~o, F n, F~: . F,~ und Z~ haben wir des volle 
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Formensystem unserer Gru~e vor uns, d. h. jede andere bei den Sub- 
stitutionen der Gruppe invariant bleibende Form ist eine rationale, 
ganze Function der Formen des Systems. 
Ehe wit zum Beweise dieser Behauptung schreiten, wird es nSthig 
sein, die Entwickelungen des folgenden Paragraphen vorauszuschicken. 
w  
Die L~sung des Formenproblems. 
Er~eilen wir den vier invarianten Formen Fs, F~, F~, ~'24 be- 
]iebige abet feste Werthe~ se~en wir etwa: 
(13) F s ~ a, FI~ = b, F2~o = c, F~+ ~--- d, 
so wiU ieh zun~ehst zeigen, dass diese Gr5ssen in der That ganz be- 
liebig gew~hlt werden k5nnen~ dass also zwischen den Formen Fs, 
F12 , F20 , F u keinerlei Abh~mgigkeit besteht. Bilden wir zu dem 
Zwecke die Functionaldeterminante (Fs, Ft~ , F2o , F:4 ), Ohne allzu- 
grossen Aufwand yon Rechnung iindet man, dass das GIied, welches 
in z i yon hSchstem Grade ist, folgendermassen lautet: 
211o 313 ~'145,$2Z,3 Z4 (Z24--,~34) (Z,34--~44) (~'44--~24). 
Damit ist das Nichtverschwinden der Functionaldeterminante trod somit 
der Satz bewiesen: ~)/e Eormen Fs, F12 , F20 , F~4 sind yon einander 
unabhiingig. 
Die Ausdrticke (13) stellen uns nun vier Gleichungen mit den 
vier Unbekannten zl, z2, z a, z+ vor. Eine vor]~ufige Abziihlung ergiebt, 
dass dieselben 8 .24 .40 .24  ~ 4 .64 .  720 ~ 4N LSsungen besitzen. 
Wit  sind aber in der Lage, diese L6sungen wirklich angeben zu kZmnen. 
Dies gesehieht auf folgende Weise: 
Wie aus den Formeln (12) hervorgeht, kSnnen wit die sechs 
elementaren symmetrischen Functionen der GrSssen r  q)6 tm- 
mittelbar dutch a, b, c, d ausdrticken. Sind daher Yl, Y+., . . . .  Y6 die 
sechs Wurzeln der Gleichung: 
(14) y~ - -  6ay* -~. 4 ] /b .  y3 _]_ 9a+.y+. __ 12 1/c. y + 4d = O, 
so werden die Gleichungen (13) durch jedes Werthsystem ~1,$+-,..-,~6 
befriedigt, welches wir in bdiebiger ]~ihenfotge mit den Warzeha 
Yz, Y : , . .  ", Y~ identificiren. Die Gleichung (14) repr~isentirt abet in 
der That nicht eine, sondern vier Gleichungen, welehe sich nut dutch 
die Vorzeichen yon ~/~ mad ~ yon einander unterscheiden, was gerade 
vier MSglichkeiten ausmacht Wit  erhalten demnach 4 .6!  L6sungs- 
sysleme ~1, 60: . . . . .  (Pn, wdche den Gleichungen (13) gen~qen. 
~tm kommt es darauf an, aus den (I)g die zl zu berectmen. Die 
GrS~em ~ ip~, ~p~, ~h4, Z lassen sich vermittelst tier Gleichtmgen (11) 
05) 
Ueber die lineare G~uppe der Borcha~lt'schea Moduln. (~OT 
ti~ear dutch die (I)i ausdrfi&e~. Aus den Gleichungen (~) alaer ea'g;.eb~; 
aich otme Weiteres: 
(~  + ~: -P ~/+*~:)~  ~ -t- ~ (r + r + ~,) 
1 = -~  (,~, +% +%)  == P , ,  
= _ {- (|162 = P , ,  
i (~- -~2-1 -~s~- -~/ )  2 = q~ + 2( - -~ ,2+r  
1 - a (%§  
i (~? - ~=~ - .~  .-I-~2) ~ ~ q, + 9 ( - -  ~ - -  ~ -F'P,) _ , ( ,~ ,+, :p~+,p~) , . . .~ , ,  a 
wo die -Pi zur Abkiirzung fllr die links dauebenstehenden GrSssen 
eingeffihrt sin& Hieraus hat man: 
1 
1 
06) 1 
' 0 /~ - V~-  V~ + V~ 
Aus einem Werthsysteme der (P~ wfirden sich hiernach 24 Werthsys4eme 
der &= ergeben, da die Vorzdchen der vier WurzelgrSssen beliebig 
shad Berechnet man abet aus diesen Formeln: 
(17) is o hat man andrerseits aus (7! mad (11): 
( ~, ~/~/~,= z- = 4s -~.  (~-  ~)~. 
Da~eh Vergleiehang dieser beiden Ausdrficke sicht man~ d~ z. B. 
? /~ bestimmt ist, wenn die Vorzeichen der drei anderen Wurzeln 
irgead~'ie angenommen werden. ~lit}tin ergeben sich nur 2 a Werth- 
systeme zi ~ aus einon Wert]~syslem r Ebenso folgH da~a zu eLuem 
Werthsystem z~ nicht 2; Werthsy~teme & gehiirea ~ der beLiebigen 
Wahl der Vorzeiehen der QuaAratwurzeln aus den rechtcn ~eiten dcr 
Gteichungen (16) entsprechend -- sondern zmr 2 a, da die WaLl der 
letzten Quadratwurzel dutch die Gleiehm~g: 
z, z; ~ .~ -~ 48 -~ - (~-  %) 
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an die der drei fibrlgen gebunden ist. Wit erhalten somit, daes 
4 .  720 WertJ~'Tsteme Oi giebt~ welche den vier Gleiehungen (13) gen//gen, 
i~ den ~lxatwurze ln  aus den rechten Seiten der Gleichungen (16) in 
tier T/art 2 ~ . 2 a . 4 .  720 ~- 4 .64 .  720 ~ 4N d. h. alle _L6swngssys~mr 
~1, z2 , z3 , z 4 , welche die G leichungen (13) befriedigen. 
Wir setzen jetzt auch noch den Werth der invarianten Form ~'1~. F~o 
als vorgeschrieben voraus, was wir dutch die Gleichung andeuten 
wollen :
Von den vier in (14) enthalLenen Gleichungen sind jetzt nur noch die 
zwei beizubehalten, in denen //~ und/ /c  g]eiches Vorzeichen besitzen, 
mithin reduvirt sich die Anzahl der Z6sungen der Gleichungen (13) und 
(18) auf 2~V. 
Ferner bildev wit fiir jede der beiden Gleichungen (14) die Dis- 
criminante. .Diese ist fiir beide Gleichungen eine und dieselbe. Denn 
jede der beiden Gleichungen (14) geht aus der anderen hervor, wenn 
man - -y  statt y setzt. Fiir diesen Wechsel bleibt aber die Discriminante 
als Quadrat des Products der Warzeldifferenzen ungeiindert.*) Die 
Discriminante ist aber nach den vorangegangenen E twickelungen 
nichts anderes als 
6 
/ - / (r  r 
Sie stellt sich als ganze Function yon a,  b, c, d, //b-c, d. h. yon 
2's, ~'1~, F.g, 2'~,, _Ply. _F~o dar, ist mithin eine invariante Form 
unserer Gruppe. Wie aus dem Term ((O~--(P6) ~hervorgeht, enth~lt 
sie aber den Term Zl ~ z~.~-z.~ ~- 40" als Factor, mithin ist die 1)iscrimbmnte 
der Gleichung" (14) nichts anderes als t~o (yon einem etwaigen Zahlen- 
factor abgesehen), da das 15-gli.edrige Product l ' I (O : -  (P~) yon der 
60 t~ Dimension ist. Wit  haben-also den wichtigen Satz bewiesen: 
~o ist eine gauze ~unction der invarianten Forme~z ~'s, .F~, ]F~, 
~,.4, :Fl~.-F:o, und ist aZs solche dargestellt dutch die 1)isc~minan~e d r 
Gleichung (14), wenn wit in derselben a, b, c, d, p/be den Glzichungen 
(13) und (1S) gemSzs dutch .Fs, F,~, JF.~, ~z,,  -V,2.-F~o ersetzen. 
Ist nun endlich der Werth tier invarianten Form /~o selbst vor- 
geschrieben, was wir durch die Gleichung: 
09) ~ = + y-~ 
andeuten wollen, so werden yon den 2Z r Werthsystemen z~, welche 
*) Den in den Coeff. ausgereehneten Werth der Discriminante der all- 
gemeinen Form 6. Ordnung siehe bei Salmon, Algebra der linearen Transforma- 
tionen. Leipzig 1877. pug. 344. 
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die Gleichungen (13) und (18) befriedigen, nur noch die H~lfte, also 
_,V, der Gleichung (19) genfigen. Wit fassen dies in den Satz zasammen: 
.Die Anzahl der Werthsysteme ~,  welche den G le id~u~:  ~'s=,a~ 
ist = N ,  also gleich der Anzald der linearen Substitutionen, we2c.he 
jede do" sechs invarianten Formen .F s . . . R6, in ~ selbst iiber/iihren. 
Kennt man daher ein LSsungssystem zl, z~, z s ~ z~ dieser Gleichuugen, 
so erh~lt man aUe gbroen dutch die N Substitutioaen der Gruppe G. 
w 
Beweis der VoUst~ndigkeit des Pormensystems. 
Aus dem ~oeben gewonnenen Satze kSnnen wir nun folgender- 
massen schliessen : Setzen wir in eine beliebige Form f (z  l, z2, ~ ,  $~) 
die ~ LSsungssysteme unserer sechs Gleichangen: 
ein, so erh~.lt f im A]lgemeinen _h r yon einander verschiedene Werthe, 
ist also dutch eine Gleichung vom Grade .V in f mit Eb , . . .  ~6o 
verkniipft. Ist aber f eine bei den N Substitutionen der Gruppe /9 
i~variante Form, so werden alle die N Werthsysteme der zl, da sic 
sii, mmtlich aus einem derselben dutch die N Substitutionen yon G 
hervorgehen, der Form f auch nut eiaen einzigen Werth ertheilen; 
f ist mithia dutch eine Gleichung ersten Grades mit den Formen 
F~, . . . , /~0  verknopft, d. h. f ist eiae rationale Function der be- 
zeichneten Formen. 
Ich will nun nach dieser orientireaden Voriiberlegung direct be- 
weisen~ dass jede invariante Form f nicht nut eine rationale, sondern 
auch eine gauze Function der sechs invarianten Formen unsere~ Formen- 
systems ist. 
Ich beweise zu dem Ende zuerst, dass jede invariante Form sich 
als ganze Function der sechs GrSssen $1, (P~" - ,  (P* darstellen l'T=~t. 
Yon /~o wissen wir das bereits. Wir batten gefunden: 
6 
/~'60 -~- C~ (P*)" 
i,k~---I 
Nach Satz l, 3 uud 4 des w 2 wird der Beweis vollst~ndig erbracht 
sein, wenn es uas zu beweisen gclingt, dass jede gauze symme~ische 
Function der z, welche nur yon den vierten Poten~en der Variabelen 
und yon dem Producte z~-z2:za~'z~,: abh~ngt, sich als ganze Function 
der r darstellt. 
Nun ist jede Form der erw~hnten Eigenscbaft darstellbar als 
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ganze Function des Productes zt ~ z2 2 z3~4 ~ und der elementaren sym- 
metrischen Functionen yon zj 4, z~ 4, z34, ~4. Es ist aber unmittelbar: 
z,2z22Z3~z4~ 8-2. (~5~Os) 2 nach (17), 
ferner 
9 i (05+06) nach (7) and (11), z :  + ~2 4 + z3 4 + z44 ~- ~ -~ - -  2- 
trod 
~14~,24~34~,4 4 _~__ 48-4. (0 s_  O~)4. 
.~z ,  s und ~Z,  1', die wir ja an Stelle der entsprechenden elementaren 
symmetrischen Functionen w~hlen dtirfen, ergeben sich aber, wenn 
man die Formeln (16) des vorigea Paragraphen benutzt, durch un- 
raittelbare Ausrechnung als ganze Functionen yon Pj, P~, Ps, P4 und 
PT/~IP~Pas ~, wo die -~i dutch (15) definirt sin& Diese Quadratwurzel 
ist aber, wie darch Gleichsetzang der rechten Seiten der beiden 
Formeln (17) hervorgeht, ebenfalls als rationale, ganze Function der 
r darstellbar. Alle symmetrischen Functionen yon zl 4, z: 4, zs 4, z44 und 
das Product zl:z22z3:a42 sind demnach in der That ganze Funetionen 
der q)i. Also kSnnen wir zusammenfassend sagen: Jede invariante 
Form unserer Gru~e ist als ganze z~unction tier sechs Formen 0~, O: ... (P6 
darstellbar. 
Aber nicht jede ganze Function der 9 wird eiae invariante Form 
ergeben, sondern nur diejenigen, welche die mit G isomorphe Gruppe 
der O zulassen. Diese Gruppe ist folgende: 
Den vier Erzeugenden A, /~, C, /) entsprechen i  wohl nicht 
misszuverstehender Bezeichnung folgende Vertauschungen der 0: 
A : (r (%%) (o~o~), 
~:  (% 0,) (0~ %) (o~ 0~), 
c: (r 
/): (r162 
gleichzeitig jedoch verbunden mit einem Vorzeichenwechsel al er 0. Sehea 
wir f~r einen Augenblick yon diesem Zeichenwechsel ab~ so behaupte 
ich: Jene dureh A,/~, C, D gegebenen Vertauschungen der 9 erzeugen 
in Combination und Wiederholung s'~mmtliche 720 Permutationen dex 
symmetrischen Vertauschangsgruppe der 6 Elemente (P. In der That ist: 
ACA~-  (O,0~); ~Cn ~- (%%);  ADA ~ (%%).  
Hieraus bekommt man aber dutch einfache Transformirungen: 
(%%), (o ,%) ,  (o,%),  ($ ,o , ) ,  (~,r 
woraus sieh die ganze symm&rische Gruppe zusammensetzen l~sst.*) 
9 ) Nett% Substitut~onentheorie. Leipzig 1882, pag. 33, Lehrsatz VI. 
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Die ausgezeichnete Untergruppe Hz, welche aus denjenigen Sub- 
stitutionen hesteht, an deneu nur eine gerade Anzahl der 4 Erzeugen- 
den betheili~ ist, wird daher in den ~ die sogeaaunte altemirende 
Gruppe yon 360 aus einex geraden Anzah] yon Yertauschungen bestehen- 
den Permutationen bewirken, da sich die Vorzeichenwechsel bei diesea 
Substitutionen gerade aufheben. 
Nennea wir das Quadrat des Differenzenproductes yon n GrSssen 
A, so is~ bekanntlich jede bei der alternirenden Vertauschuagsgruppe 
dleser n Elemente invariant bleibende rationale Function der n Elemente 
rational ausdrfickbar durch //& und die symmetrischen Functionen der 
n Elemente. ~Es ist abet auch jede gauze, bd der genanntcn G~F2r 
invariant bleibende t~unction f als game Function yon t /~ umt den 
symmetrischen Functionen dars~lbar. Dean jede alternirende gauze 
Function f l~sst sich zun~chst dutch Herausschaffen der Qaadratwurzel 
aus dem Nenner auf die Form bringen: 
f=  s ,+~.~,  
s, 
wo St, ~q~ S s symmetrische Functionen bedeuten. Vertauscht man in 
dieser Glcichung irgend zwei Elemente, so erh52t man: 
s, - F~S, 
Jetzt ist f+  fl ~ 2 ~ eine gauze symmetrische Function, also S 1 & 
durch B 3 theilbar, und f - -  fl -~- 2/ /A ~ eine gauze alternireade Func- 
tion, also ~ eine gauze symmetrische Function, mithia auch S 2 
durch S 3 theilbar. 
Im vorliegenden Falle der sechs Elementc Oi ist abet / /~ ~ ~R~, 
folglich ist jede bei der ausgezeichm4zn U tergrulr~ I12 invaria~t b ~  
ganze Function der r also auch nach den friiheren .Ex~rterungen j de 
invariante Form der z rational und ganz ausdriickbar dutch I~6o und 
die donentaren symmetri~chen .Functionen der O, d. h. durch F b, Ft:, 
F~o , F:,. 
Nun ist der letzte Schritt zur Gesamm~'appe leieht. Da bei der 
Gruppe G die q) sieh auf alle mSgliche Weisea permutiren, jedoch 
verbunden mit einem simultanen Zeieheawechsel~ so kSnnen bei tier 
Darstellung eiuer bei G invarianten Form durch die ~ nut solehe 
Terme auftreten, in denen die beiden ungeraden symmetrischen Fmac- 
tionen der ~ (2:Oi ist Null) entwedcr in einer gcraden Potenz oder 
mit einander verbunden vorkommen und somit folgt: d'ede homogene, 
game Functio~ der vim" GrSssen z t , z~, ~:, z~, ~ dutch di* 
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2r ~ubstit/utionen der Gruppe G in sich iiberge~hrt wird, ist eine gauze 
9 . F.,o,. 
Hiermit ist der Beweis der Vollstandigkeit unseres Formensystems 
erbraeht. 
w  
2kuwendung dos Vorigen. 
Jede Covariante soleher Formen, die lineare Transformationen in 
sicb zulassen, l~sst oflenbar dieselben Transformationen i sich zu. 
Also siud alle Covarianten, die wit aus den Formen unseres Systems 
bilden kSnnen, ebenfalls invariante Formen, mtissen sich also rational 
und ganz dureh die Formen des Systems ausdriicken. 
Hiervon machen wit eine Anwendung zuni~chst auf die Functional- 
determinante (F~, F~,  F~,  E~,). Dieselbe ist gleich: 
4F,~. F20 (Fs, F, : ,  F:o , F.2, ). 
Da aber FI~. ~'2o selbst eiae invariante Form ist, so muss auch die 
Functionald~terminante (Fs, F1~, F2o , .F:a ), yon der in w 4 bereits 
erwiesen, dass sie nicht identisch verschwindet, eine invariante Form sein. 
Dieselbe ist yore 60 re. Grade, und daes nur eine invariante Form 60 t~ 
Grades giebt, so folgt, dass dieFunctionaldeterminante (Fs,F1~, F.~o, F24 )
his auf einen Zahlenfactor mit t~6o iibereinstimmt. Die Vergleichung 
der hSehsten Potenzen ergiebt: 
(20) (F~, F,~, F:0, ~'~4) = 2""  3 '~o 9 
Wir bilden ferner die Hessesche Form yon /7's; dieselbe ist eine 
invariante Form yore 24 t~n Grade, die wir so bezeichnen .wollen: 
Alsdann ergiebt die l~chnung: 
Endlich bietet uns noch die Liniengeometrie ine invariante Form 
dar, die~ an and fiir sich interessant, in den Entwickelungen des 
w 7 eine wichtige Rolle spielen wird, und die wir deshalb &~rch die 
Formen unseres Systems ausdriicken wollen. 
Orduet man n~mlich die sechs Fundamentalcomplexe x~ ~ 0 zu 
Tripeln, so definirt ein jedes dieser Tripel z. B. (123) mit dem Er- 
g4uzungstripel (456) eine Linienfl~che zweiter Ordnung. Da sich eine 
~ auf s .5.4 ~ 10 ver- Zusammenfassung zu Doppeltripeha .4.  1.2. ~ .  solche 
schiedene Arten bewerkstelligen l~sst, erhalten wit zehn Fl~chen 
zweiter Ordnung, deren Inbegriff ebenfalls bei den Vertauschungea 
Ueber die lineare Grappe der Borchardt'schea tCodala. 
und Vorzeiehenweehseln der xi unge~adert bleiben muss. 
sind folgende: 
z /+ z~'- + z /+ ~/- -= O, 
zt 2 + z~- ~ - -  za ~ - -  ~4" =-  O, 
z1" - -  z /+ za" - -  ~"  = O, 
z~: -- z# - -  za'- + ~/= O, 
2(z, z;~*az,) = O, 
2@, za • = O, 
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Diese Fli.ehen 
Das Product der linken Seiten dieser Gleichungen liefert eine Form 
90 t'= Grades 2)2o, we]ehe bei den vier Erzeugenden A, B ,  C, 2) ihr 
Zeiehen weehselt, bei 2t 1 invariant bleibt. Folglieh muss sieh 292o 
dureh die Formen des vollen Systems der H z rational uud ganz aus- 
drrieken. Man iindet: 
(23) 812).,o = 2 ' .  (~ .  ~,~--  ~.~). 
w 
7,o~mmenh'~ng mit den Borchardt's0hen Hoduln. 
Wie sehon in der Einlei~ung bemerkt, hat Herr Klein vermittelst 
des durch die Kummersche Fl'gohe begr~indeten Zusammenhanges der 
Liniengeometrle mit den hyperelliptisehen Functionen veto Geschlechte 
s ~--2 gezeigt, dass sich die Verhgltnisse der sogenannten Borchardt'- 
schen Modula bei lineaxer Transformation der Perioden genau so 
linear substituiren, wie die Verh'gltnisse z, : z 2 : z s : z, bei Anwenduag 
der soeben untersuchten Gruppe G. Unter Borchardt'schen Moduln 
verstehen wit dabei die Nu]lwerthe yon vier irgend ein GSpersches 
Quadrupel bildenden &-Funetionen mit den Modu~ 2~ u, 2zl2, 2~. .  
Nun l~sst sich die "ganze unendlieJae Gruppe aller linearen Perioden- 
transformationen darch folgende vier nur unbedeutend yon den 
K r a z e r'schen Substitution en*) abweichenden Transform~ionen erzeugea : 
COil ~ ~ f-Oia 
COl2 f~Oi2 
r 
fOi3 ~ I fo i l  
' I  fOi4 ~ gOi4 
fi3i3 ~ COil [ ~3i4 gOi5 
i-~1, 2. 
*) Krazer. .Ueber die Zv~unme~e'tzung gan~iger  Imeaver Sabgfitu- 
tionen etc." ~ di M~tematlc~, set. ~, XIL 
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SteIlen wit die Wirlmng dleser Transformationea auf die vier GrSssen 
05, 04~ 0~a ~ 001 lest, indem wir zur Abktirzung 
setzea, and schreiben die resultirenden Substitutionen homogen in den 
durch die Gleiehung: 
defiairten z, wobei wit dureh simultane Zuffigung geei~eter Faetoren 
bewirken, dass die Sabstitutionsdeterminante iib rall -~-1 wird, so 
erhalten wlr die in w 1 mit A, .B, C~ D bezeichneten 4 erzeugenden 
Substltutionen unserer Gruppe. 
Alle dutch die vorhergehende Untersuchung gewonnenen i varian- 
ten Formen der ~ werden daher, wenn wir unter den vier GrSssen 
Borchardfsche Moduln verstehen, allen linearen Periodentransforma- 
tionen gegenfiber sich bis auf einen Factor invariant verhalten. 
Nun hat Her~ Bo lza  in seiner Arbeit fiber Darstellung yon In- 
varianten dutch ~-Functionen*) gezei~, wie man die ratlonalen In- 
varianten der Form 6 ter Ordnung dutch Nullwerthe yon @-Functionen 
mit den Moduln v~, v~, v~: ausdriicken kann. Da in diesen Aus- 
driicken**) nut die Quadrate der 10 geraden ~-Functionen vorkommen, 
diese sich aber dutch quadra~ische V rbindungen der 0 ausdriicken, so 
werden sich die Invarianten der Form 6 ~ Ordnung durch die invarianten 
Formen unseres Systems ausdrficken lassen mfisseu. 
Unter Zu~'undelegung der Uebertragnngsibrmeln: 
052 ~ zl 2 + z2 ~ + z32 + z42, 
002 -~ z1: + z2: - -  z32 - -  ~4~, 
a,-" ~-  -o(~,~, +z2~3) ,  
12 ~ ZI 2 - -  $22 - -  ~32 "~ $42~ 
,~  ~ z i  2 - -  z22 + ~a ~ - -  z4~, 
a2 ~ ~ 2 (z~ z3 :-- z, z4), 
Oo] ~ 2 (~, z 4 -z2z3) ,  
- -  es sind dies gerade die linken Seiten der Flichen zweiter Ordnung 
(22) - -  erhalten wir folgende Resultate: 
~O.  ~ ~ 4Fs, 
HO, ,  --~ D~0 , (vgl. (23)) Formel 
H 2~ ~ 26~ .  
*) Die bier vorstehend abgedruckte Arbeit. D. Red. 
**) Vergt. du~chweg w 7 tier geaanaten Abhandlaug. 
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Es handelt sich noch um~=4@~i~r4~o4~r  wobei die S,~mm~tion 
zu ers~recken ist fiber die 15 Sextupel, welche die 15 GSpel'~chen 
Quadrupel aus den 10 geraden @-Functionen zum Product aller geraden 
~-Functionen erg~nzen. Wit berechnen diesen Ausdruck, den wit mit 
G24 bezeichnen woden, indem wit aus dem einen Term: 
die 14 andern dutch die Substitutionen unserer Gruppe herleRen. Die 
DarchfC~hrung der Rechnung erg~ebt das einfache Resultat: 
~7 G~4 ~-  S 9 9 ] /2~- 
GStt ingen ,  den 30. Juni 1887. 
